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1 Johdanto

Kun vetoa lyova pelaaja on 16ytanyt odotusarvoltaan tuottavat vedonlydntikohteet, on
hédnen aina paitettava kuinka suuren osan varallisuudestaan aikoo kuhunkin vetoon
sijoittaa. Jos pelaaja aikoisi maksimoida tulevan varallisuutensa odotusarvon, sijoittaisi
hén kaiken varallisuutensa sithen kohteeseen, jolla on suurin palautuvan rahan
odotusarvo. Télloin olisi kuitenkin erittdin mahdollista hdvitd koko omaisuus yhdelld
vedolla. Rajattomasti vetoja toistettaessa johtaisi téllainen uhkapelistrategia vararikkoon
melkein varmasti (todennékdisyydelld yksi). Pelaaja voisi my0s tavoitella jotakin
kiintedd rahasummaa, joka olisi saavutettava tiettyyn aikarajaan mennessd. Télloin olisi
luonnollista médrittdd panos siten, ettd todenndkdisyys tavoitteessa onnistumiselle olisi
suurin mahdollinen. Panoskoon valinta riippuu niistd tavoitteista ja kriteereistd, jotka

pelaaja vedonlydntitoiminnalleen asettaa.

Keskitytddn jatkossa tilanteeseen, jossa pelaaja ei aio lopettaa pelaamista minkéén
kiintedn rajan kohdalla, ja sivuutetaan ndin siihen liittyvdt panoskoon
madrityskysymykset. Tarkastellaan sen sijaan kahta eri menetelméa, joista
ensimmaisessd koko varallisuutta ei koskaan sijoiteta sellaiseen vetojen yhdistelméin,
jolla on mahdollista hivitd kaikki sijoitetut panokset. Ndin vararikon mahdollisuus
ddrellisessd ajassa eliminoituu, ja panoskoon mééritys voidaan perustaa varallisuuden

eksponentiaaliseen kasvuun ja kasvun nopeuden maksimointiin.

Toinen kisiteltivd menetelmi on utiliteettiteorian ja utiliteettifunktion kaytto
subjektiivisten preferenssien esittdmiseen ja valintojen tekemiseen. On myds helppo
esittdd kritiikkid kasvunopeuden maksimointistrategiaa kohtaan kayttdmalla

utiliteettiteorian tarjoamaa vaihtoehtoista tulkintaa po. strategialle.



2 Maaéritelmia

Seuraavat maéadritelmdt ovat Brownin liikkettd lukuunottamatta perdisin teoksen
"Elements of Information Theory" (Cover&Thomas) luvuista 1.1 ja 2.

2.1 Entropia

Entropialla kuvataan satunnaismuuttujan keskiméérdistd epdvarmuutta. Diskreetille
satunnaismuuttujalle X, jolla on pistetodenndkdisyysfunktio p(X), mairitelldédn entropia

H(X) seuraavasti,

p(X)J ==Y p(x)log p(x).

H(X)= E(log

Samasta suureesta kéytetddn myos merkintdd H(p). Logaritmin kantaluvuksi valitaan
luku 2, jolloin entropiaa mitataan biteissd. Madritelmdstda 0 log 0 = 0 seuraa, ettd

entropiaan ei vaikuta tapahtumat, joiden todennékoisyys on nolla.

Entropia ei riipu satunnaismuuttujan havaitusta arvosta, vaan ainoastaan sen
jakaumasta. Esimerkiksi kilpailun, jossa on 4 osanottajaa voittotodenndkdisyyksin

1 1 1 1 .
(4,4,1,1), entropia on

1 1 1 1 1 1 3., .
H(X)=—-=log— ——log— -2 *—log— =1 bittii.
(X) == logy = log —27glog g =1

Entropia antaa alarajan keskimddrdiselle bittien lukumadérille, joka tarvitaan
satunnaismuuttujan kuvaamiseen viiveettomélld koodilla. Viiveettomédlld koodilla
tarkoitamme  bittijonoja,  jotka  voidaan  tulkita  tuntematta = myohempid
informaatioldhteestd saapuvia bitteji. Toisin sanoen viiveettoméssd koodissa mikddn
koodisana ei voi olla toisen koodisanan etuliite. Mainitussa neljin osanottajan
kilpailussa kilpailijat voitaisiin koodata optimaalisesti seuraavilla bittijonoilla

(0,10,110,111), jolloin tieto kilpailun voittajasta veisi keskimdarin 1% bittia.



Suurimmillaan entropia on satunnaismuuttujilla, jotka ovat tasaisesti jakautuneita.
Neljan osanottajan kilpailussa entropia voisi olla enintddn 2 bittid, jolloin jokaisen
kilpailijan voittotodennikdisyys olisi 4. Télloin voittaja koodattaisiin kahdella bitilld

(11,10,01,00).

2.2 Ehdollinen entropia

Jos satunnaismuuttujaparilla (X,Y) on yhteispistetodenndkdisyys p(Xy), méadritellddn

ehdollinen entropia H(Y | X) seuraavasti

HEY [ X) =2 pOOH(Y [ X =X)
== p(xY. ply| ¥ log p(y|)
=-3'3 p(x y)log ply |
=~ E log p(Y | X).

2.3 Suhteellinen entropia

Maiiritellddn vield suhteellinen entropia D(p || q),

_ P(X)
D = log 2,
(plla EX PO)log- °

joka mittaa jakaumaoletuksesta q aiheutuvaa haittaa todellisen jakauman ollessa p. Se
sils mittaa pistetodenndkdisyysfunktioiden p ja q vilistd "etdisyyttd". Vaikka
suhteellinen entropia on aina ei-negatiivinen ja saa arvon nolla vain jos p =@, se ei ole

aito metriikka, silld se ei toteuta kolmioepdayhtilod ja on epdsymmetrinen.



2.4 Yhteisinformaatio

Yhteisinformaatiolla tarkoitetaan yhden satunnaismuuttujan sisdltimdd informaatiota
toisesta satunnaismuuttujasta. Eli kuinka paljon toisen muuttujan epdvarmuus véhenee,
kun toinen tiedetdéin. Olkoon satunnaismuuttujilla X ja Y yhteispistetodennikdisyys
p(xy) ja reunatodenndkdisyysfunktiot p(X) ja p(y). Yhteisinformaatio 1(X;Y) on
yhteisjakauman p(X,y) ja tulojakauman p(x)p(y) suhteellinen entropia:

p(X, y)
1(X:Y
(X;Y) = ZZp( ,y)lo gp(x)p(y)

= D(p(x, y) | PX)P(Y))

2.5 Brownin liike

Satunnaismuuttujat X(t), t = 0, muodostavat standardin Brownin liikkeen, jos X(0) = 0

X(s+1) - X(s) ~ N(0, t) ja perdkkéiset lisdykset ovat riippumattomia.

Y(t), t = 0, on yleinen Brownin liike, jos Y(t) = ¢t + g X(t), missd X(t) on standardi
Brownin liike. Yleiselle Brownin liikkeelle pétee Y(t) ~N(u/t, at).



3 Varallisuuden eksponentiaalinen kasvu

Tdméin luvun pédasiallisena ldhteend on kdytetty teoksen "Elements of Information

Theory" (Cover&Thomas) lukua 6.1.

Tarkastellaan hevoskilpailua, jossa toisiaan vastaan juoksee M hevosta. Merkitddn
hevosen numero i voittotodenndkoisyyttd pi:1la (tai vaihtoehtoisesti p(i):11d), ja
voittokerrointa 0;:114 (tai 0(i):11d). Voittokerroin méaardd kuinka moninkertaisena
hevoseen sijoitetun panoksen saa takaisin mikédli kyseinen hevonen voittaa kilpailun.
Hevoseen 1 sijoitettavaa osuutta pelaajan varallisuudesta merkitdan by:11a (b(i):118).
Olkoon kaikilla hevosilla 0 < p; <1, 0 < b <1 ja 0; > 0. Ja eliminoidaan vararikon

mahdollisuus dérellisessd ajassa seuraavalla ehdolla: Zbi=1=1D0b; >0 0.

Merkitsemadlld S;:114 pelaajan varallisuutta n:n kilpailun jélkeen, saadaan
S, = [1S(X),
D ‘

missd JX) kertoo kuinka moninkertaiseksi pelaajan varallisuus kasvaa yhdessd
kilpailussa hevosen X voittaessa. Koska télloin pelaajan varallisuus kasvaa (tai vihenee)
eksponentiaalisesti, merkitddn

— ~nw(b,p,0
Sn_2W(p)’

missd W(b,p,0) on satunnaismuuttuja, joka kertoo eksponentiaalisen kasvun nopeuden

vektoriparametrien b, p ja 0 funktiona. 2-kantaista logaritmia kéyttden saadaan

1 1L
w(b,p,0) =ElogSn =EZIOgS(Xk).
k=1



Kun kilpailujen lopputulokset X; oletetaan riippumattomiksi ja samoin jakautuneiksi [
p(X), ovat myds muuttujat log S(X) riippumattomia ja samoin jakautuneita. T&lloin

heikon suurten lukujen lain nojalla pétee seuraava stokastinen suppeneminen,
1 n
Ezlog S(X,) & E(log S(X)),
k=1

joten tuplausnopeudeksi (doubling rate) maaritellddn
W (b, p,0) = E(log S(X)).

Madrittelemme myds optimaalisen tuplausnopeuden (optimum doubling rate) W*(p,0),

joka on funktion W(b,p,0) maksimiarvo b:n suhteen, eli

W *(p,0) = mgle(b,p,O).

Koska tuplausnopeuden maksimoiva vektori b* on usein hieman yksinkertaisempaa

laskea luonnollista logaritmia kdyttdvin kasvunopeuden avulla, méérittelemme vield
G(b,p,0) = E(In S(X)).

Paattymattoméssi pelisséd sellainen pelaaja, joka sijoittaa aina summan, joka maksimoi
tuplausnopeuden, tulee todennikoisyydelld yksi lopulta ohittamaan ja pysyméén edelld

kaikkia pelaajia, jotka sijoittavat minka tahansa muun periaatteen mukaan.



4 Optimaalisen sijoitussuunnitelman maarittaminen

4.1 Koko varallisuuden sijoittaminen

Luku perustuu lihdeteoksen "Elements of Information Theory" (Cover&Thomas)

lukuun 6.1.

Tarkastellaan aluksi tilannetta, jossa pelaajan tdytyy sijoittaa koko varallisuutensa
samaan kilpailuun siten, ettd sijoitettava summa jaetaan kilpailussa juoksevien hevosten
kesken. Nyt siis bj = 0 ja X by = 1. Hevosen i voittacssa pelaaja voittaa kyseiseen
hevoseen sijoitetun panoksen takaisin 0; kertaisena, hidviten muille hevosille sijoitetut
panokset. Pelaajan kokonaisvarallisuus on siis kilpailun jilkeen kasvanut b;o;

kertaiseksi. Pelaajan varallisuus n:n kilpailun jilkeen on nyt
Sy = [ | S(X) = | b(X,)o(X,),
Ell k D k k
ja tuplausnopeus

Wi(b,p,0) = E(og S(X)) = 3 p, logh,o.

i=1
Loytadksemme funktion W(b,p,0) maksimikohdan b:n suhteen ehdolla = by = 1,

muodostamme ensin luonnollista logaritmia kéyttdvan kasvunopeuden Lagrange

funktion

i=1 i=1

L(bA)= Zm: p; Inb.o, +7{Zm:b, —lj,

jonka osittaisderivaattojen nollakohdista muodostuu yhtéloryhmé
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Py =0, i=1,..m,
eli

b = - P
A

Ehdosta Z by = 1 seuraa, ettd A = -1 ja bi* = p,. Todistetaan, ettd b = p todellakin on

optimaalinen kirjoittamalla W(b,p,0) seuraavanlaiseen muotoon:

W(b,p,0) = z p, logho,
= z Pi log(% P OiJ
= z p; logo, +z p; log p, +z P log%

=> plogo —H(p)-D(p|b)

= z p, logo, —H(p),

jossa yhtisuuruus pitee vain kun b = p. Optimaalinen tuplausnopeus,
W *(p,0) =Y p logo, —H(p),

saavutetaan siis kun pelaaja sijoittaa kertoimista riippumatta kullekin hevoselle aina sen

voittotodenndkdisyyttd vastaavan osuuden varallisuudestaan.

Erikoistapauksessa, jossa jokaisen hevosen voittokerroin on sama kuin hevosten

lukumééri, eli 0; = m, voidaan optimaalinen tuplausnopeus kirjoittaa muotoon
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1
W*(p,0) =logm-H(p) = D[p Hﬁj’

josta ndhdédédn yhteys tuplausnopeuden ja datan tiivistyksen vilillé:
W*(p,0) +H(p) =logm

Eli tuplausnopeuden ja entropian summa on vakio, ja pienestd entropiasta seuraa siten

suurempi tuotto.

4.2 Optimaalisen osuuden sijoittaminen

Tédmén luvun on tdrkeimmit ldhteet ovat "A New Interpretation of Information Rate"
(Kelly), "Elements of Information Theory" (Cover&Thomas) sekd "The Kelly Criterion
in Blackjack, Sports Betting, and the Stock Market" (Thorp).

Luovutaan jatkossa rajoituksesta, ettd pelaajan tdytyisi aina sijoittaa koko

varallisuutensa kilpailuun. Sd4stoon jaa télloin osuus 1 - X by, ja varallisuus kasvaa
S(X) =1=> b +b(X)o(X)

kertaiseksi jokaisen kilpailun jélkeen.

Oletetaan, ettd vedonvalittdja toimii ilman etumarginaalia, eli antaa
vedonlyontikertoimet siten, ettd 2. ( 1/0; ) = 2 ri = 1. Merkitdén siis rj = 1/0.. Nyt
kuitenkin kokonaan pelaamatta jattamisestd seuraisi sama lopputulos kuin pelaamalla by
= 1; kaikille hevosille. Kilpailun lopputuloksesta riippumatta pelaaja voittaisi aina
panoksensa takaisin. Samalla tavalla mikd tahansa pelaajan sddstoon jattdmi summa
voitaisiin yhtd hyvin sijoittaa hevosille lukujen ri mukaisissa suhteissa. Téssd
tapauksessa rajoitus X by = 1 ei siis vaikuta tuloksiin, ja aiemmin saatu tulos b* = p

optimaaliselle sijoitukselle on edelleen voimassa (Cover&Thomas).



Ajatellaan seuraavaksi tilannetta, jossa pelaajalla on viliton etu puolellaan, eli > rj < 1.
Nyt pelaajan ei tarvitsisi ajatella lainkaan todenndkoisyyksid voidakseen tehdé voittoa,

silld sijoittamalla hevosille osuudet

b, =

J m
2"

i=1

kasvaa hdnen varallisuutensa kilpailun tuloksesta riippumatta

1

2T

S(X) = > 1

kertaiseksi. Mutta vaikka tdmai sijoitusstrategia onkin tdysin riskitdn, se ei maksimoi
tuplausnopeutta. Optimaalinen sijoitus saadaan aiemmasta tuloksestamme b* = p, silla
tallaisessa tilanteessa kannattaa tietysti sijoittaa koko varallisuus, eiké siten rajoitus X by
= 1 vaikuta. Kaytdnnossd yksikddn vedonvilittdjd tuskin antaisi mihinkdin kilpailuun
varman voiton mahdollistavia kertoimia, mutta useamman vedonvélittdjin arvioiden

mennessd ristiin, voi tillaisiakin tilanteita syntya.

Keskitytddn seuraavaksi tutkimaan realistisempia tilanteita, joissa X ri > 1. Enéd
pelaajan ei kannata sijoittaa jokaiseen kilpailussa juoksevaan hevoseen, eikd siten
kannata mydskédén sijoittaa kaikkea varallisuutta yhteen kilpailuun. Ottamalla kayttoon
merkintd b(0) sddstoon jadville varallisuudelle, pelaajan varallisuudeksi n:n kilpailun

jalkeen saadaan

n

S, = U (b(0) +b(X,)0(X,)),

ja tuplausnopeudeksi
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W(b.p.0) =Y p, log(b(0) +bo,)

i=1

joka maksimoidaan rajoituksella
b(0)+> b =1.
i=1

Olkoon D niiden hevosten joukko, joihin pelaaja sijoittaa, eli joilla b > 0, sekd joukko

D' ne hevoset, joilla by = 0. Muodostetaan luonnollista logaritmia kéyttédvin

kasvunopeuden Lagrange funktio

i=1 i=1

Lbr) =3 p In(b(0) + b.oi)+>~[b(0> +3b —1}

ja sen osittaisderivaattojen nollakohdat

a_L - Po% +
a,  b(0)+bo

oL ¢ P,
9b(0) ~ <5'b(0) +b,0,

A =0, kuniOD

Saadut yhtél6t ja rajoitus b(0) + Zb; = 1 johtavat tulokseen

A =-1,
{— p:Zpia
b0)=—P missi > .
1-r r:zri: —,
i0D icp O
b =p b(O), kuniD

Optimaalinen b on siis
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ja joukko D saadaan madrittyd seuraavien tarkastelujen avulla (Kelly). Kun i O D,

Lagrange funktion osittaisderivaatoille patee epayhtdlo

oL _PO ,, <o, ioD,

ab ~ b(0)

joka voidaan kirjoittaa muotoon

0,0, < b(0) :—11:?, iOD.

Permutoidaan indeksit siten, ettd pi0; = Pi+10i+1, jolloin joukko D siséltad kaikki indeksit

I <t, missé t on positiivinen kokonaisluku tai nolla. Ja tutkitaan osamaaraa

_1-P()

F(t) =R’

missi
PO=2p, RO=K.

Jos nyt p101 < 1, kasvaa F(t) parametrin t mukana, kunnes R(t) = 1. Télloin arvo t = 0
toteuttaa vaaditut ehdot, ja joukko D on tyhjd. Jos taas p101 > 1, vihenee F(t) kunnes
Pt+10t+1 < F(1) tai R(t) = 1. Ensin mainitun tapahtuessa F(t+1) > F(t), ja F(t) kasvaa

kunnes R(t) = 1. Joka tapauksessa vaaditut ehdot toteuttava t saadaan valitsemalla pienin
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niistd t:n arvoista, jotka antavat osamdirélle F(t) pienimmén positiivisen arvon. Joukko

D siis madrdytyy siten yksikésitteisesti ehdoista

r<l,

)} >1—p’ kuniOD,
I-r

p.o, sll_ p’ kuniOD.
-r

Koko tuplausnopeuden maksimointiprosessi voidaan esittdd seuraavanlaisen algoritmin

muodossa:

1. Permutoidaan indeksit siten, ettd pi0; = Pi+10i+1.
2. Etsitddn pienin sellainen indeksi t, joka antaa pienimmén positiivisen arvon

lausekkeelle

t

l_zpi

b(0) = —=—.

1=->r
i=1
3. Asetetaan by = max (p; - b(0)/0;,0), missd max (X,y) tarkoittaa suurempaa luvuista X

jay. (Talbin = by = 1 - b(0)).

Optimaalinen tuplausnopeus on ndin

t t I_Z P
W*(p,0) :z P IOg(piOi)+[l_Z pijlog'—fll.

i=1

Mielenkiintoinen havainto on, ettd b voi olla positiivinen sellaisellakin hevosella, jolla

pioi < 1. Eli odotusarvoltaan tappiolliseenkin hevoseen sijoittaminen voi joskus olla
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kannattavaa, koska suurempi voittotodennikdisyys sallii pienemmén b(0):n, ja

erityisesti sijoitus saman 1dhdon tuottavampiin hevosiin on talldin suurempi.

Jos Kkilpailusta valitaan vain yksi hevonen johon sijoitetaan, saadaan optimaaliselle

panoskoolle kaava

o-1"

Kun kahdesta samaan aikaan juostavasta kilpailusta valitaan molemmista yksi pelattava
hevonen, ovat ndiden vetojen tulokset yleensd riippumattomia, jolloin kasvunopeudeksi

saadaan (Thorp)

G(b,p,0) = p,p, In(l +b; (0, =1) +b, (0, =1)) +
p,(1- p,)In(l+b,(0, -1)—h,)+
(1-p)p, In(1-b, +b,(0, 1))+
(1= p)(1-p,)In(i-b -b,)

Jos molempien hevosten kertoimet ovat 0, = 0, = 2, yksinkertaistuu kasvunopeus

muotoon

G(b,p,0) = p,p, In(1+b, +b,)+ p,(1-p,)In(l +b, —b, )+
(1-p)p, In(l-b, +b,)+(1 - p)(1- p,)In(l-b —b,),

jonka osittaisderivaattojen nollakohtien avulla on helppo ratkaista optimaaliset panokset

molemmille hevosille:

G__pp, _ pd=p)_(d=-p)p, _A-p)I=-p,)
ob, 1+b +b, 1+b -b, 1-b +b, 1-b -b,
0G_ pp _pd=-p,) (A=-p)p, A-p)d-P) _
db, 1+b +b, 1+b-b, 1-b+b  1-b —b,

=0
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bl*:ml(l—mi)

bj_mz(l—ml)

2.2 2
missd m =2p; - 1.

4.3 Optimaalisen sijoituksen approksimointi

Mikéli pelaaja ly0 hevoskilpailuun vedon, joka antaa voiton mahdollisesti
useammallakin lopputuloksella kuin vain yhdelld, eri voittokertoimin tosin, saadaan

varallisuudeksi n:n kilpailun jilkeen

n

S, = lj (1+bV(X,)),

missi

0 —LkuniD

V(i) =V, = :
-1 ,kuni D,

D:n ollessa niiden hevosten joukko, joilla pelaaja voittaa. Luonnollista logaritmia

kayttaviksi kasvunopeudeksi tulee tilloin

G(ba p,O) = i pi 11’1(1 + b\/l )

i=1

- L : : X?
Kun bVi:t ovat pienid, saadaan logaritmin Taylor'in kehitelmén, In(l+ X) = X_T’

avulla kasvunopeudelle approksimaatio



Derivoimalla tdmé saadaan optimaaliselle panoskoolle approksimaatio

p* = £V
EVT)

b

eli voiton odotusarvo jaettuna voiton nelion odotusarvolla. Ja kun E(V) on pieni,

saadaan likiarvon E(V?) = D*(V) avulla vield

ot < EV)
D'(V)

b

eli optimaalinen panoskoko on likimain voiton odotusarvon ja varianssin suhde. Nidin

saatu arvio on hyvi jos E(V) << D*(V), miki onkin varsin yleinen tilanne.
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5 Sijoittamiseen liittyvat epavarmuudet

5.1 Todennakdisyysarvioiden tarkkuus

Luku perustuu teoksen "Elements of Information Theory" (Cover&Thomas) luvun 6.1
esimerkkiin 6.1.1.

Palataan tilanteeseen, jossa vedonvilittdjalld ei ole etumarginaalia, eli 2. ( 1/0j) =2 ri =
1, ja jossa pelaaja sijoittaa koko varallisuutensa ko. kilpailuun. Koska . r; on yksi, ja
koska pelaajan optimaalinen sijoitus on b = b* = p, voidaan r; tulkita vedonvilittdjan ja
bi pelaajan arvioksi kilpailun todennékdisyysjakaumasta. Tuplausnopeuden voimme nyt

kirjoittaa muotoon

W(b,p,0) = z P, logho;

Sonfl 2

=D(p|Ir)-D(plb),

josta ndemme, ettd tuplausnopeus on vedonvilittdjdn arvion tarkkuuden ja pelaajan
arvion tarkkuuden erotus. Tarkkuudella tarkoitamme téssé arvion etdisyyttd todellisesta
todenndkdisyysjakaumasta suhteellisen entropian mielessd. Téstd seuraa, ettd

pelaaminen on tuottavaa vain, jos pelaajan arvio on tarkempi kuin vedonvélittdjin arvio.

5.2 Vaaran panoskoon kayttaminen

Tutkitaan milld vélilld pelaajan kdyttimi panoskoko b voi yksittdisen vedon tilanteessa
vaihdella ilman, ettd pelikassan kasvu kééntyisi negatiiviseksi. Asettamalla
tuplausnopeudelle edellisen luvun lopussa saatu approksimaatio nollaan, saadaan

triviaalin ratkaisun b, = 0 lisaksi ratkaisu
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josta ilmenee, ettd optimaaliseen sijoitukseen ndhden yli kaksinkertaiset panokset
johtavat negatiiviseen varallisuuden kasvunopeuteen, ja siten pelaaminen muuttuu

tappiolliseksi odotusarvoltaan tuottavillakin pelikohteilla.

Kuvassa tilanteen 0 = 2, p = 0,55 tuplausnopeuden kuvaaja, jossa b = 0,1 ja be =

0,19867 = 0,2 =2b'.

n.o1

0,005

0 T T T T T T T T
i
0.o0a 0,04 0,05 0.1z 0.16 0.20 0.z4 0.z2a

-0.005

\

-0.015

-0,0z \
-0,025 \

5.3 Onnen vaikutus

Tadma luku pohjautuu julkaisun "The Kelly Criterion in Blackjack, Sports Betting, and
the Stock Market" (Thorp) lukuun 3.
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5.3.1 Todennakoisyys kiintedn summan saavuttamiselle n:n vedon aikana

Lasketaan Brownin liikkeen avulla approksimaatio todenndkdisyydelle, ettd pelaaja
saavuttaa tietyn ennalta annetun summan n:n vedon aikana. Approksimointia varten
oletetaan jokaisen vedon kertoimeksi kaksi, 0 = 2, jolloin pelaajan varallisuus joko
kasvaa tai vdhenee sijoitetun panoksen verran. Oletetaan myds, ettd voiton

todenndkoisyys on vililld 1/2 <p < 1, ja panos vélilld 0 <b < 1.

Saakoon riippumattomat ja samoin jakautuneet satunnaismuuttujat Vi, i = 1,...,n, arvon
yksi pelaajan voittaessa vedon i, P(V; = 1) = p, ja arvon miinus yksi pelaajan hivitessa,

P(Vi=1)=1-p=: g Télloin saadaan

S = i (1+bv;)
InS, = iln(HbV)
E(nS,)= IZ;E(In(1+bV ),
D*(InS,) = > D% (in{1 +bV,))
E(in(1 +bV,)) = pin(1 +b)+qln(i - b)—G(b) =
D*(in(1 +bV;)) = p(in(i +b))* +q(in(1 - b))* -

=(p- p*Jin(1+b)) +(a-q )( ( ~b))* ~2pgin(i +b)In(1 - b)
it +b)f 20+ )11 -b)-+ (1))

p
= po(in((1 +b)/(1 -b)))* =

Varallisuuden logaritmi In S muodostaa satunnaiskulun, jonka siirtymid kin vedon

jalkeen on Mk, ja varianssi S’k.

Kun tutkitaan milloin kin kilpailun jilkeinen varallisuus S on suurempi tai yhtésuuri

kuin vakio C, jollakin k, 1 < k< n, ovat seuraavat epayhtdlot edelleen yhtépitavia
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S, =C, l<k<n,

InS, 2InC, I<sk<n,

=

> In(l+bV,)=1InC, l<k<n,
i=1

k
Y, :=> (In(l+bV,)-m)=InC-mk,1<k<n
i=1

Nyt E(Yi) = 0 ja D*(Yi) = Sk, ja kysytddn todennikdisyyttd P(Yc = In C - mk, 1 < k< n).
Satunnaismuuttujan Yn jokaista termié approksimoi standardi Brownin liike X(t), jonka
varianssion S (0 St<s,§<t<2 s, .., (n1) S <t<ns). Kun non suuri, saadaan
todenndkdisyydelle P(Yyx = In C - mk, 1 < k < n) Brownin liikkeen avulla arvio P(X(t) =
In C - mt/s’, 1 <t < s'n), joka voidaan laskea kaavalla

(1) P(sup(X(t)-(at+c))=0, 0<t<T)=d(-a - B)+e**d(a-p).

missd a=aT, p=c/ JT, ja ®(X) on standardinormaalijakauman kertymafunktio:

CD(X —uz/zdu'

1
)= 5l

Kaava (I) voidaan johtaa seuraavasti (Thorp, liite II). Jos X(t) on standardi Brownin

liikke ja a# 0 sekd ¢c> 0, on

P(X(t)<at+c, 0<st<T|X(T)=5s)
2b .
_|1-exp —?(aT+c—s) , joss<aT +c

0, joss>aT +c,

joka voidaan kirjoittaa muotoon
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P(X(t)<at+c, 0<t<T|X(T))
=1- exp{— 2b(aT +c- X(t))%}, jos X(T) < aT +c.
Laskemalla odotusarvot molemmilta puolilta, saadaan

P(X(t)<at+c, 0<t<T)

ar+c

= _'[o (1 _ g 2e(aTre-9)/T )\/21? 0¥/ ge
= le? aj[:;—sz /2T 4g — % aI;—(s—zc)z 7T g
Ja téalloin
(1)
POX it suoran at + o VAIIG[0.T]) =1-P(X( S at +c, 051<T)
= le? ajf—szm ds+ % aI;—uz 2T d,

missd on tehty muuttujanvaihto U= s—2c.

Nyt, kuna=0jac>0,

2% -v? /2T
P| sup X(t)=c|=.,—|e av.
(Ostg' ® j lﬂ_'[

Kun T - oo, pitee /T/ T — 0 ja ~T = X(T):n keskihajonta, joten ensimmiinen
integraali suppenee kohti nollaa, toinen integraali kohti ykkostd, ja P(X ylittdd joskus

suoran at + ¢) = e 2%,

Asettamalla a=a~/T , ja B=c/+/T , saadaan kaava (II) muotoon
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p([)]: d(-a - pB)+e**PP(a - P), missia, 5> 0 tai

P(X()<at+c, 0<t<T)=1-P())= d(a+ B)-e P d(a- f)

todenndkdisyydelle, ettd suoraa ei koskaan ylitetd. Tima seuraa kaavoista

2177_1— Ie_SZ/ZTdS:% Ie_XZ/ZdX:cD(_a_,B)
\J aT+c a+p
1 ar-c

o _J;e’ du = (e - ),

missi S=aTl + cjax=s/T=a+T +c/JT.
Kaava saadaan edelleen muotoon

P(sup(X(t)-(at+¢))=0, 0<t<T)
=d(-a-p)+e**d(a - )
=0(-a-p+e’Pd(a-p), a,5>0.

Tarkistetaan tulos vield toteamalla, ettd

P(J< ®(-a - B)+d(a - B)
=(1-®(@+P)+v@-p)

= a:[ﬂa(x)dx + Ta(x)dx <1.
e arp

Tarkastellaan numeerisena esimerkkini miten pelaajan todennékdisyys kaksinkertaistaa

(C = 2) varallisuutensa muuttuu vetojen lukuméérén ja edullisuuden mukaan.
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Valitaan ensin vetojen madrdksi n = 1000, kertoimeksi 0 = 2, voittotodennékdisyydeksi
p = 0,54 ja panokseksi b = b = 0,08. Niiden avulla saadaan laskettua a = -m/s’ = -
0,50161, ¢ = In C = 0,69315, a = -myJ/n /s = -1,26762 jafB=InC /[(s4/n) = 0,27428,
jotka kaavaan P(0] = ®(-a -B) + €**®(a -P) sijoitettuna antavat todennikoisyydeksi
P(DI=0,9631.

Vertailun vuoksi lasketaan mikd kysytty todenndkoisyys on, kun parametrin ovat
muuten samat, mutta a) n = 2000, b) n = 2000, p= 0,52 jab = b" = 0,04. Vastauksiksi
saadaan kohdassa a) P(Q]= 0,9921, ja kohdassa b) P()= 0,8938.

Jos tdmén todenndkdisyyden maksimointi (sopivasti valituilla parametreilld C ja n)
otettaisiin kriteeriksi panoskokoon valintaan, ei aiempi kasvunopeuden maksimoiva

panostus olisi endd optimaalinen.

5.3.2 Todennakdisyys havita osa alkupddomasta

Tarkastellaan nyt todenndkoisyyttd, jolla pelaajan varallisuus putoaa joskus tiettyyn

osaan alkuvarallisuudesta. Kysytddan siis todenndkdisyyttd P(Sc < X, jollakin k, 1 < k <

oo)_
Edellisen kappaleen tapaan saadaan tdllekin kysymykselle approksimaatio Brownin

liikkeen avulla: P(0] = €%, missd a = MVS’ ja ¢ = In X. Tami voidaan kirjoittaa vield

muotoon

P([)J: X2m/s2 '

Oletuksena on edelleen, ettd vedoilla on kertoimet 0 = 2.
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Tarkastellaan esimerkkini tilannetta p = 0,55 ja b = b = 0,1, josta saadaan 2m/s’ =
1,005 ja P(D)= x"*° = x. Panoksen ollessa b = b" ko. todennikdisyydelld onkin jatkuva-

aikainen approksimaatio P(QJ= x.

5.3.3 Varallisuustilanteen todennakoisyys kiintedn kierrosmaaran jalkeen

Kysytddn todenndkdisyyttd, jolla ennalta mdadrdtyn kierrosméérdn jdlkeen pelaajan

varallisuus on véhintdén tietyssd tavoitesummassa. Brownin liikkeelle X(T) pétee

P(X(T)=aT +c)= Texp{— x> /2T dx
T +

al+c

[

o, Joett A

HQH

missé on sijoitettu U= X/\/?, jolloin lause X = a&T + C antaa uJT =aT+ Cjau= aT +

¢ /~/T . Saatu integraali on yhti kuin

1—¢(aﬁ+c/ﬁ):¢(—(aﬁ+c/ﬁ))
=1-®(@a+pB)
=o(-a-p),

josta saadaan my0s vastaus esitettyyn kysymykseen.

Esimerkkind tilanne C=2, n= 1000, p=0,54 (0=2) jab= b" = 0,08. Nyt a= -m/n/s

= -1,26762, B=1In C /(s/n) = 0,27428, ja P(0)= 0,8397.

5.3.4 Odotettavissa oleva aika kiintean tavoitteen saavuttamiselle

Johdetaan kiintedn tavoitesumman saavuttamiseen tarvittavien vetojen lukuméérdn

odotusarvolle approksimaatio (Thorp, luku 3 ja liite III)
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n(C,b) = (logC)/W(b),
missd C (> § = 1) on tavoite ja W(b) tuplausnopeus panoskoolla b.

Koska tuplausnopeudella W(b) on maksimikohta W(b*) pisteessd, saa odotusarvo n(C,b)
pienimmédn arvonsa kun b = b*. Jatkuvassa tapauksessa optimaalisen kasvunopeuden
sijoitusstrategia b* siis minimoi kiintedn tavoitteen saavuttamiseen tarvittavan ajan

odotusarvon.

Approksimaation johtamiseksi oletetaan, ettd 0 = 2 joka vedolla. Sekd pidetdén

tunnettuna kaavaa

erf (ax+c/ x) + e erf (ax—c/x)| + C,

(1) '[exp{— (aZXZ +c2 /Xz}dx :4£7a7[ezac

missd erf (Z):: ﬁ J‘Oze_tzdt, ja a # 0. Koska yhtdlon vasen puoli on positiivinen,

vaaditaan reaalisen a:n tapauksessa a > 0, muutoin yhtélon oikea puoli saisi negatiivisen

arvon.

Pidetddn myos tunnettuna yhtéloa

(2) Iexp{— (at2 +c/t2}dt :%\/ge—z@

reaalisilla luvuillaa> 0 ja c> 0.

Oletetaan, ettd kaavassa (1) a> 0 ja ¢ > 0, ja etsitddn raja-arvot lirr(} ja lim funktioille
X—

X — 00

erf (ax+ c/x)ja erf (ax- ¢/ X). Saadaan
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lim(ax +c/x) = +o0, lim(ax—c/x)= —oo,

X1 0+ X1 0+
lim(ax +c/x) = +o0, lim(ax—c/x)= +oo,
X — 00 X — 00

jolloin yhtdlosta (1) tulee

I ot o) i (-] = 1 e o

T o

2a

b

koska tiedetdén, ettd erf (o) = 1.

Korvaamalla kaavassa (2) a &:lla ja ¢ ¢*:1la, saadaan

eli sama kuin aiemminkin.

Valitsemalla kaavassa (1) alemmaksi integrointirajaksi 0, saadaan integrointivakiolle C

arvo seuraavasti:

0= .(fexp{— (azx2 +c’ /Xz}dx
0

:g[emerf (c0) + & erf (~eo)] + C

_Am [ e,
4a

silla

3)
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F(x):= jfexp{— (a2x* +c? /% }dx
= 4£;T[ezac (erf (ax+c/x) —1)+e2*(erf (ax—c/x) +1)].

Derivoimalla F(X) nihdi4n kuinka kaava (3) on mahdollisesti 10ydetty:

F'(x) = exp{- (a’x* +¢*/x*}

=4£:;17[e“‘c(a—c/x2 )erf '(ax+c/x)+e’* (a+ c/x? )erf '(ax—c/x)].

Nyt kun erf'(z) = ﬁexp(— z ), on
erf'(ax+c/x)= exp{—(aX+C/X)2}
eXp{— (azx2 +c?/x? + 2ac}

e exp{— (azx2 +c*/x? }

SESENE

ja asettamalla € «~ - C,

erf'(ax—c/x):%ezac exp{-(ax* +¢?/x2},
I

jolloin

F(x)':%{%(a—c/x2)+%(a+c/x2)}exp{— (azx2 +c’ /xz}

= 2ia[2a] exp{— (azx2 +c?/ xz}

= eXp{— (azx2 +c?/x? }
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Kiinnostava tapaus on kun a < 0 ja ¢ > 0. Odotetaan, etté

c>0,a<0=FM 1t L,kunT - oo, ja
c>0,a>0=FM1td<LkunT - oo.

Josc>0jaa=0,

F(T) = ®(~B) + (-B) = 20(-c/VT) 1 20(0) =L kun T 1 o,
Ja kuten odotettiin, my6s F(T) t 1, kunc | 0.
Josc>0jaa>0,

F(T)= cb(— aT —c/ﬁ)+ e‘zacdb(aﬁ —b/ﬁ) — ®(~w) + € *D(co0)

e <lkunT 1 oo,

Josc=0, F(T) = ®(-ayT )+ ®@yT ) =1.
Asetetaan F(T) = P(X(t) = at + c jollakin t, 0 < t < T), joka on yhtd kuin ®(-a -£) + €

P(a -f), missi a = a~T ja B=c/T, eli ac = ap. Oletetaan, etti ¢ > 0 ja a < 0,
jolloin 0 < F(T) <1, seké %im F(T)=1ja %mg F(T) =0. F on kertyméfunktio, silla

lim F(T) = ®(~e) + €”*P(~00) =0,
lim F(T) = ®(+0) +€7*P(~00) =1,

Ja vastaava tiheysfunktio on
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f(T)=F'(T)
= aiT(—a -B)d(-a - B)+e’* aiT(a -Be(a-p),

missi

a_a:laT_”z’ %:—lcT_yz’
oT 2 oT 2

ja @ standardinormaalijakauman tiheysfunktio,

. 1 T+c*/T+
@2 2 eXp{_(a c/sz?

mw—m=£;e

N2 2
[P 1 (@’T +c* /T - 2ac)
ga-p)= e @A’z = expd — ,
V2 N2 P 2
2 2
Tf(T):T(—laT_”z +1C-|-—3/zj 1 e exp _(aT+c /T)
2 2 V2 2
2 2
+Te‘2ac[laT‘”2 +1C-|-—3/2j 1 e exp _(aT+C /T)
2 2 N2 2
—ac 2 P ) 5
- 62 Fa T+C/ﬁ)exp{_!aT+2c /T!}+(aﬁ+c/ﬁ)exp{— QaT+2c /TQH'
N2

Odotettava aika tavoitteen saavuttamiseksi on

e e e 1
E, = | TH(T)dT o [/ Fexp{ :

josta saadaan muuttujanvaihdolla T =2, dT = 2xdx,
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Nyt

a<0,b>0.

Huomataan, ettd

) ce®__,, !azT +c? /T!
F = T exps — >0

kaikilla &, joten F(T) on aidosti kasvava. Koska %im F(T)=1,0n0 < K(T) <1 kaikilla

T, ja ndin kaavan kdyttdminen myos arvoilla a < 0 tuntuu jirkeviltd. Varmistetaan timé
toteamalla, ettd E(a,c) | 0 kun a | -0, Ex(a,c) * kun Cc 1 ja Ew(a,c) * kun |a |.

Huomataan my®ds. ettd liron E. (a,c) = +oo, mikid kertoo, ettd "reilussa" kolikon heitossa
al0+

ddrellisella padomalla pelaavan pelaajan vararikkoon joutumisen ajankohdan odotusarvo

on aareton.

Kaava E. = ¢/ |g tarkoittaa, ettd ajan odotusarvo on sama kuin piste, jossa al + C ja

X(t) = 0 leikkaavat:
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E =c/

00

a, a=-m/s’, c=InC
m= pln(l +b) + qln(l - b) = G(b)

s’ = paln((1+b) /(1 - b) |

b =2p-1, G[b*) = pln2p+qln2q

E. =(InC)s*/G(b), kunm> 0.

Niin on saatu ajan odotusarvo varianssiyksikoissd. Ja koska S* varianssiyksikkod on

yksi veto, saadaan vetojen lukuméirdn odotusarvoksi

E, _InC _InC _ logC
s’ m G(b) W(b)

n(C,b):=

Tarkistetaan kaava toteamalla, ettd se toteuttaa seuraavat ehdot:

n(C,b) t kunC 1,
N(C,b) - cokunC - oo,
n(C,b) t kunm1 0,
n(C,b) - cokunm - 0.
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6 Lisainformaation vaikutus tuottoon

Luku pohjautuu teoksen "Elements of Information Theory" (Cover&Thomas) lukuihin

6.2 ja 6.3.

Oletetaan, ettd pelaaja saa kiyttoonsd jotakin tulevien kilpailujen lopputuloksiin
vaikuttavaa lisdinformaatiota, joka ndin ollen myds vaikuttaa hinen omiin
pelivalintoihinsa. Tarkastellaan nyt miten tdmd informaatio vaikuttaa varallisuuden

kasvunopeuteen.

Otetaan lisdinformaatiolle kayttoon merkintd Y. Ja kuten aiemminkin, kdytetddn
merkintdjd p(X) ja o(X) hevosen X [ {1,2,...,m} voittotodennikdisyydelle ja kertoimelle,
sekd merkintdd b(X) hevoselle X tehtdvista sijoituksesta silloin, kun lisdinformaatiota ei
ole kéytettdvissd. Olkoon satunnaismuuttujaparin (X)Y) yhteispistetodenndkdisyys
p(X.y), ja olkoon b(X]y) hevoselle X sijoitettava osuus varallisuudesta silloin, kun y on
havaittu. Kun b(X) = 0 ja b(Xy) = 0, sekd 2x b(X) = 1 ja Zx b(Xly) = 1, merkitdén

tuplausnopeudet seuraavasti
W*(X) = X) logb(x)o(X),
(X) n&g;izx‘,p()og()()
W*(X | Y) =max > p(x,y)logh(x| y)o(x),
X,y

ja midritellddn liséksi tuplausnopeuden muutos AW = W¥(X]Y) - W¥(X), joka mittaa

lisdiinformaation antamaa rahallista hyotya.

Optimaalinen ehdollinen kasvunopeus W*(X]Y) saavutetaan, kun b*(x|y) = p(x|y), joten

WH*(XY) = max Eflog S] = E?ﬁ‘ﬁz P(X, y)logo(x)b(x | y)
=" p(x, y)logo(x) p(x| y)
=Y p(x)logo(x) —H(X|Y).
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Tuplausnopeus ilman lisdinformaatiota on
W*(X) =2 p(x)logo(x) ~ H(X).
Ja tuplausnopeuden muutos voidaan nyt kirjoittaa

AW =W *(X | Y) =W *(X)
=H(X)-H(X]Y)
= 1(X;Y).

Tuplausnopeuden kasvu on siis yhtd suuri kuin hevoskilpailun ja lisdinformaation

yhteisinformaation.

Kéiytannossd tirkein lisdinformaation lihde on hevosten suoritukset aiemmissa
kilpailuissa. Mikali kilpailut ovat riippumattomia, ei télli informaatiolla ole pelaajalle
mitddn arvoa. Mutta tilanteessa, jossa kilpailut eivdt ole toisistaan riippumattomia,
voimme laskea ehdollisen tuplausnopeuden, kun aiempien kilpailujen tulokset ovat

pelaajan tiedossa.

Oletetaan, ettd hevoskilpailujen lopputulosten sarja {Xy} muodostaa stokastisen
prosessin, ja ettd aiempien kilpailujen tulokset vaikuttavat my0s pelaajan
sijoitusstrategiaan. T&lloin tilanteessa, jossa jokaisen hevosen voittokerroin on yhté

suuri kuin hevosten lukumééra (0, = m), on optimaalinen tuplausnopeus

W (X, | X Xpgooons X,)
= E[b(m_?x?f,m,xg Eflog S(X,) | Xis Xy aeees XI]J

=logm-H(X, | X\, Xy X)),

joka saavutetaan kun b* (XX.1,...,X1) = P(XXi-15-+-,X1)-
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Pelaajan varallisuus n:n kilpailun jidlkeen on
S, = [1S(X),
l:! ‘

ja kasvunopeuden eksponentti (olettaen 0; = m)

lElogsn :%ZElogS(Xi)
n
1
:ﬁz(k’gm_ H(Xl | Xi—l’xi—za""xl))
H(X,, X, X))

n

=logm-

Suure (I/N)H(X;,Xy,...,Xn) kuvaa yhden kilpailun keskiméérdistd entropiaa.
Stationaariselle prosessille, jonka entropia on H([J), saadaan edellisen kaavan raja-

arvona

limlElog S, +H0) =logm
Nn- oo n

Havaitsimme ndin, ettd tuplausnopeuden ja entropian summa on vakio.

6.1 Esimerkki lisdinformaatiosta

Esimerkki perustuu teoksen "Elements of Information Theory" (Cover&Thomas)

esimerkkiin 6.3.1.

Lisdinformaation vaikutuksen havainnollistamiseksi tarkastelemme korttipelid, jossa
kdyddan ldpi 52 kortin pakka (26 mustaa ja 26 punaista korttia), ja pelaaja lyo vetoa

siitd, onko seuraava kortti musta vai punainen. Pelaaja saa aina kaksinkertaisena
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takaisin oikeaan viriin sijoittamansa rahat, ja menettdd viirdlle vérille tehdyt

sijoitukset.

Aiempien tulostemme mukaan pelaajan kannattaa tdllaisessa pelissd sijoittaa jokaisen
kortin kohdalla koko varallisuutensa strategialla b = b* = p. Ensimmadiselld kortilla

kannattaa siis sijoittaa mustalle ja punaiselle osuudet 4 ja 4. Ja mikéli ensimméinen

kortti oli punainen, ovat sijoitukset seuraavalle kortille ehdollisten todennikoisyyksien

26 25

mukaisesti <+ mustalle ja & punaiselle. Néin jatketaan kunnes koko pakka on kéyty

lapi.

Ajatellaan vaihtoehtoisesti, ettd voisimme lyddd vetoa koko 52:n kortin sarjasta yhdelld

kertaa. Mahdollisia sarjoja on télloin té) kappaletta, ja jokainen niistd on yhtd

todenndkdinen. Kun dsken jokainen oikein veikattu kortti palautti sijoituksen takaisin

kaksinkertaisena, antaa vastaavasti nyt koko sarjan oikein veikkaaminen sijoitetun

summan takaisin 2> -kertaisena. Koska X r; = (ié) / 2 < 1, on optimaalinen

sijoitusstrategia taas b* = p. Sijoitus kullekin sarjalle on siis 1 / (zé) pelaajan

varallisuudesta.

Havaitsemme, ettd mainitut kaksi pelid ovat keskendin ekvivalentit. Ensimmaiisen
kortin kohdalla on molemmissa vaihtoehdoissa puolet varallisuudesta sijoitettuna
mustalle kortille ja puolet punaiselle. Ja vastaavasti kummassakin pelissd on jokaisessa
vaiheessa molemmille vireille sijoitettuna niiden todennékdisyyksid vastaavat osuudet
jaljelld olevasta varallisuudesta. Erona on vain, ettd ensimméisessd pelivaihtoehdossa
voittoja maksetaan jokaisen kortin jélkeen, ja toisessa taas vasta kun viimeinenkin kortti

on katsottu.

Kun jokaiselle 52:n kortin sarjalle sijoitettaan osuus 1 / (zé), ja yksi néisté sijoituksista

voitetaan takaisin 2°* -kertaisena, saadaan pelin jilkeiseksi varallisuudeksi
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252

%
S, = )" 9,08.
6

Lopullinen voittosumma on siis vakio molemmissa pelivaihtoehdoissa, eikéd itse pelissd

sattuvalla korttien jirjestykselld ole merkitystd lopputuloksen kannalta.
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7 Utiliteettiteoria

Kuten jo aiemmin todettiin, on kysymys "oikean" panoskoon maééarittdmisestd
subjektiivinen, riippuen pelaajan henkilokohtaisesta riskinottohalukkuudesta ja
tuottotavoitteista. Utiliteettiteoria tarjoaakin keinon henkilokohtaisten preferenssien
esittdmiseen numeerisessa muodossa, ja siten myds pelipanosten valintaan ilman
muunlaisia, mahdollisesti keinotekoiselta tuntuvia, tavoitteen asetteluja. Sivuutetaan

kuitenkin kysymys omien preferenssien selvittdmisestd, joka ei ole aivan yksinkertaista.

7.1 Preferenssi ja utiliteettifunktio

Seuraavat médritelmédt pohjautuvat kurssin "Bayesldiset tilastolliset menetelmét"

(Mékeldinen) luentomonisteen lukuun III.

Vaikka teoria sallii mielivaltaisten seurausten késittelemisen, keskitytdén tassd riskeihin
(eli arpoihin), joiden seuraukset ovat rahallisia. Seuraukset ovat pdatdksentekijélle

jonkin arvon omaavia asioita (tissa siis varallisuustilanteita tai sen muutoksia).

Olkoon seurausten joukko ¢= (a,0) O R, -0 < @ < < 0, avoin, puoliavoin tai suljettu

vili. Joukossa ¢ médritellddn dérellisten jakaumien (=arpojen) V joukko ¢ : seuraavasti:
\VAlYY : jos ja vain jos P(A) = 1 jollakin &édrelliselld joukolla A [0 {. Seuraus a ja arpa,

jolla P(a) = 1 samaistetaan: { [ { : .

. . . * .o o0 . R . .
Preferenssirelaatio > joukossa ¢, méiritellddn relaationa, joka toteuttaa ehdot

()YOV.,V, O, .V, =V, taiV, =V, (vertailtavuus),
iV, =V, &V, =V, =V, =V, (transitiivisuus).
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Preferenssirelaatiolla ilmaistaan arpojen vilistd paremmuusjérjestystd: V>V,

tarkoittaa, ettd V| on parempi tai yhtd hyvé kuin V,.

Funktio u: {, — R on utiliteettifunktio, jos se on lineaarinen, eli jos

u(AV, + (1= AV, ) = AV, ) + (1= Du(V, ), kun 0< A < 1jaV,V, 07, .

Utiliteettifunktio U vastaa preferenssirelaatiota >, jos V>V, < uV)) = u\).
Utiliteettifunktiolla on myods esitys u(V) = FE,u, josta saadaan utiliteettien

odotusarvohypoteesi: V1=V, = E,uzE, u.

Paitoksentekijin preferenssejd voidaan siis kuvata utiliteettifunktiolla, joka
paidtoksentekotilanteessa asettaa eri paatosvaihtoehdot paremmuusjérjestykseen, jolloin

valinnan suorittaminen on helppoa.

7.2 Logaritminen utiliteettifunktio

Valitsemalla kokonaisvarallisuudelle utiliteettifunktio u(x) = In(X), havaitaan, ettd timén
utiliteetin maksimointi ja aiemmin késitelty kasvunopeuden maksimointi ovat
keskenddn ekvivalentteja. Kyseinen utiliteettifunktio on mééritelty vain positiivisilla x:n

arvoilla ja lir(l)’l In(X) = =00 sekd limIn(X) =c. On kuitenkin epérealistista pitdd

ddrettdmdn suurta varallisuutta ddrettdmdn hyviné tilana ja nollatilannetta dédrettdmén

huonona.

Tarkastellaan esimerkiksi pelid, jossa kolikkoa heitetdén, kunnes tulee ensimméiinen

(2")

klaava. Jos klaava tulee n:nnellé heitolla, voittaa pelaaja 2 markkaa. Voittosumma
on siis jokin seuraavista (2,4,16,256,...) todenndkdisyyksin (4 ,%,%,7,...). Suuren
summan voittaminen on siis kovin epidtodenndkdistd. Voiton odotusarvoksi on helppo

todeta déretdn, joten odotusarvon maksimoiva pelaaja olisi valmis luopumaan kaikesta
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omaisuudestaan saadakseen osallistua peliin. Mutta my0skin In(X)-utiliteettifunktion
mukaan toimiva pelaaja olisi valmis maksamaan mielivaltaisen paljon

osallistumisoikeudesta, silld utiliteetin odotusarvo kyseisessd pelissd on tdlloin

n=1

n=1 log,(e)

Téllainen paradoksi voidaan muotoilla kaikille ylhddltd rajoittamattomille
utiliteettifunktioille. Siksi  rajoittamattomat  utiliteettifunktiot =~ ovat  vain
approksimaatioita todellisesta tilanteesta, eikd esimerkiksi kasvunopeuden maksimointi

tarkkaan ottaen vastaa kenenk&én rationaalisesti toimivan pelaajan preferensseja.

7.3 Ehdokas rajoitetuksi utiliteettifunktioksi

Oma ehdokkaani kokonaisvarallisuuden utiliteettifunktioksi on

_ [ 1-a’
V(X) := h{—x/,[z’ e + a},

missd a [J]0,1[, ja 8> 0.

Funktion tavoitteena on muistuttaa ominaisuuksiltaan mahdollisimman paljon
kasvunopeuden maksimoivaa logaritmista utiliteettifunktiota, mutta joka on kuitenkin
parametrin muunnoksella rajoitettu sekd alhaalta ettd ylhaéltd. Kahta lisdparametrid
voidaan kdyttdd henkilokohtaisten riskinhallintapreferenssien sddtdmiseen.

Funktio on kuvaus Vv: [0, o[ — [In(@), In(1/a)[. Arvolla a = 0 olisi \(X) = In(X/[)
ekvivalentti In(X)-utiliteettifunktion kanssa, joten a midrdd siten poikkeavuuden
yksinkertaisesta logaritmifunktiosta.

Parametri [ médrdd sen varallisuustilanteen, jonka ympéristossd funktio vastaa In(X)-
utiliteettifunktiota (kaikilla arvoilla @). Tadmid voidaan osoittaa tarkastelemalla
funktioiden riskinkaihdantafunktioita, jotka mééritellddn kaavalla

u"(x)
u'(x)’

r(x)=-
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missé r(X) on utiliteettifunktiota u(X) vastaava riskinkaihdantafunktio. Funktioita In(X) ja
V(X) vastaavat riskinkaihdantafunktiot ovat

|-
—

r(x)=- f = kun u(x) = In(x)
(1-a?f ) 21-a?)

2 4 1-a’ ’ 2 3 1-a?

B (a+x/B) (a+cH></,[>’j B (a+x/B) (a+a+x/,[>’j
=" 1-a’

2 1_0'2
Bla +x/B) (a+a+x/ﬁj
x+ P (1+a?)
= a ,  kunu(x) =v(x).
x2+,[>’2+§((1+a2)

Pisteessd [ saavat molemmat riskinkaihdantafunktiot saman arvon, silld jilkimmé&inen
on silloin

B >
28+2 1
I’(X): +0’2( +a) :l:l
2,[>’z+’[;(1+a'2) Fox

Naéin on todettu utiliteettifunktioiden In(X) ja V(X) vastaavan toisiaan pisteessa [.

Kuvassa funktio V(X) parametrein a = 0,2 ja S= 1, seké funktio In(X):
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—In(x)
—V(X)

Yksittdisen vedon tapauksessa

P{v =si+blo-1)} = p
{P{V =5(1-b} =1-p,

missd Son pelaajan varallisuus, on utiliteetti

Bli-a) Ali-a?) W}

viV) = _ph{aﬂ +S(1+b(0-1) WJ -a- p)h{aﬂ +S(1-h)

Derivoimalla saadaan

ViV) = p(o-1SA(l —czz) | _
e Bl -a’
(a'ﬂ * S(l b l))) (af + S(l +b(o- 1)) * a}

(- pxgli -a?

o Bi-a) Y
(aB +S(1-b)) (aﬂ+8(l—b) +aj

Ja derivaatan nollakohdasta saadaan panoskoolle kaava

2aS o-1 S 2aS

(I-p)o-1

Jos kaava antaa arvon b>1, sijoitettavaksi tulee koko varallisuus.

\/{ﬁ(l—az)f , P(=p)o’ [(ﬁ}z +ﬁ(lc-:saz)+1J _Alra)
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Seuraavassa b:n kuvaaja (varallisuuden S funktiona), kun = 0,2, f=100,0=2jap=
0,55 (jolloin b" = 0,1):

0,4
0,3
0,2
0,1 - K
0 T T T T
0 100 200 300 400 500

Utiliteettifunktio W(X) antaa likimain In(X)-utiliteettifunktiota vastaavat panoskoot
silloin, kun varallisuus on £n ymparistdssd. Tétd pienemmilld varallisuuksilla panokset
ovat suurempia, ja vastaavasti varallisuuden ollessa suurempi kuin S, ovat panokset

pienempid.
Raja-arvo

o [P0=p)
p=_V o-1

lim
= ol=p)-l

on suuruudeltaan luokkaa %b*. (Sivulla 15 Kkasiteltiin vastaava kasvunopeuden

0—1
p )

optimoiva panoskoko, b’ = -

Katsotaan vield miten utiliteettifunktioilla (X) ja In(X) saadut markkamédiriiset panokset
eroavat. Kuvassa bSn ja b'Sn kuvaajat Sn funktioina, kun a= 0,2, 8= 1000, 0=2ja p
=0,55:
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400
300
200 - b*S
100 -
O T T T
0 1000 2000 3000 4000

7.3.1 Riskien vertailua simuloimalla

Simulointi tarjoaa kitevin keinon verrata utiliteettifunktioiden V(X) ja In(X) riskitasoja.
Erds mielenkiintoinen riskin mitta saadaan kysyttidessd todennédkdisyyttd, jolla
varallisuus kaksinkertaistuu ennen puoliintumista.

Olkoon satunnaismuuttujalla X; arvo yksi silloin, kun varallisuus kaksinkertaistuu ennen
puoliintumista kokeessa i, ja arvo nolla, jos wvarallisuus puoliintuu ennen
kaksinkertaistumista. Tillaisen kokeen simulointi tuottaa otoksen Bernoullin

jakaumasta B(L),

P, = =1
P{X =} =4,

jonka odotusarvo ja varianssi ovat E(X;) = 1 ja D*(X;) = z(1-4). Kiinnostava suure on
onnistumisten suhteellinen osuus

jolle E(X, )= ja DZ(Xn):@.

Tsebysevin epayhtilo
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P{X - 14 2 ka} s%, k>0,

joka pétee sellaisille satunnaismuuttujille X, joilla on odotusarvo E(X) = 4 ja varianssi

D*(X) = & > 0, antaa valinnalla k=g % Bernoullikoesarjaa koskevan
HUI—H
epayhtilon (Tuominen)

- w1
Pﬂxn ,u{ze}s?,

josta saadaan laskettua halutun tarkkuuden saavuttamiseen vaadittavien Bernoulli-
kokeiden lukumédrin. Esimerkiksi 99%:n luottamustasolla vihintdédn yhden prosentin
tarkkuuden saavuttamiseen tarvitaan 250 000 koetta, silld

S Ul - p)
P{X - =00t <H#"H —1 099
(X, -z 00 0.012n
— #=0,5
—n=max—HUH P : — =250000.
#3010 (1 -0,99)*0,01 4*(1-0,99)*0,01

Pelattaessa yksittdisid vetoja, joilla 0 = 2 ja p = 0,55, tietokonesimulaatio antoi In(X)
utiliteettifunktiota kayttien (eli b panoksin) 250 000:n kokeen sarjassa
todenndkdisyydeksi P{S, kaksinkertaistuu ennen puoliintumista} = 67,8%. (Yksittdinen
koe paittyy tédssd sithen, kun varallisuus on joko kaksinkertaistunut tai puoliintunut
alkutilanteeseen verrattuna.)

Seuraavassa taulukko, jossa vastaavat todenndkdisyydet on simuloitu kédyttamalla
utiliteettifunktiota V(X) erilaisilla parametrien & ja [ arvoilla. Alkuvarallisuutena
kéytettiin arvoa § = L.

01 | 753% 1 714% | 67,7% i 64,4% | 59.8%
0,2 | 785% : 733% | 67.8% : 62,2% : 56,2%

04 | 810% 754%  68,0% | 58.9% | 532%

08 | 82.5% ' 76.5% ' 683% | 588% ' 51.0%
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Taulukosta ndhdddn odotusten mukaisesti, ettd riskit ovat likimain saman suuruisia
varallisuuden ollessa f. Ja varallisuuden kasvaessa riskit pienenevét. Tdémdn mukaan
pelaaja on vastaavasti valmis ottamaan suurempia riskejd silloin, kun varallisuus on
pieni. Tdma on luonnollista, silld hyvin pienen varallisuusaseman ollessa kyseessd, voi
summan kaytdnnonhyoty olla jo niin véhiinen, ettei ole juurikaan merkitystd havidako
pelaaja loputkin jdljelld olevasta varallisuudestaan vai ei. Tdlloin olisi joka tapauksessa
saatava lisdd varallisuutta vedonlyonnin ulkopuolelta, jotta pelin jatkaminen olisi

merkityksellista.
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